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Risolviamolo con uno dei metodi standard.

sen 2n+x + CcosX 1—O
3 2

seng TTCOSX + cosg TTSernx+ X } =0
3 3 2

(vV3+2)cosx—sex—1=0
Troviamo su apposite tabelle chg'3+ 2) = tg(15/12).
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Cambiando il segno e ricordando che € inutile cambiare ihgey 21k, poiché
cio cambia solo il verso con cui “giriamo” sulla circonfermada antiorario ad orario,
troviamo il risultato.

1467

Discutiamo direttamente il caso generale, per ottenerasib @articolare basta porre
k=+/3.

Il triangolo AMC e equilatero per costruzione e dunque ha tutti gli angoliedi s
santa gradi. Non solo: sappiamo anche che I'angolo cheténsid diametro é retto



Figura 1: Problema 1467

e che I'angoloMCB deve essere di trenta gradi (o si sessanta, ma sceglia penta
uniformarci a come lo abbiamo disegnato). Similmente I&o@®AM & di trenta gradi
(uno dei due angoli del triangolo rettangolo inferidB), e quindi 'angoloCAB
sara anche’esso di trenta.

| lati del triangolo equilatero sono dati dal teorema detieda: AC = CM = MA =
2r ser(r1/3) dunqueCM = rv/3. Questo ci dice che I'angolBBM, insistendo sulla
stessa corda, € di 120 (il seno di 120 & uguale al seno di 6@i), g@sa che potevamo
pure vedere considerando che avevamo gia posto gli altddgeli del triangoldCBM
a trenta gradi. Questo conferma la scelta di quale dei duaiadwej triangoli rettangoli
ACB e AMB dovesse essere di trenta e quale di sessanta.

Naturalmente il disegno gbagliato, ma quello che conta sono i valori assegnati
agli angoli e ai lati, dedotti unicamente a partire dai dati problema. Disegnare
correttamente il triangolo equilatero e gli altri dati puerel comunque un aiuto.

Essendo il triangol®CB rettangolo, avremo

CB= PBcos(g — x)

da cui



r
PB= ——
cos(3 —X)

poiché infattiCB = 2r ser(CAB) = r. Similmente ricaviamo:

rsen(z —x)

PC:PBsen(E— )_ cos(’—T— )

3
La richiesta del problema diventa dunque:

r r senx’

e =K
COSX COSX

Se I'angolox pud andare da 0 (caso in dei= A) fino am/3 (caso inP =C), ne
segue che 'angol® = 11/3 — x pud andare da 0 (caso in di= C) fino am/3 (caso
in cui P = A). (I limiti dell'angolo sono imposti dal problema che ci diche il punto
P giace sul segmeni&C)

Il problema che andiamo a risolvere &

1+semx’ =kcos
0<xX <%

Che possiamo porre come:

1+y=kx
X4y =1

Abbiamo un fascio di centr¢—2,—1), ricavato assegnadoladue numeri, per
esempio prim&k = 0 e poik = 1 e facendo dunque l'intersezione tra le due rette
risultanti.

Sulla circonferenza di raggio unitario dobbiamo consideibpunto A(1,0) e |l
puntoB(1/2,1/3/2) e trovare per quak le rette del fascio passano in tali punti. Nel
primo caso (passaggio pAy abbiamo

1+0=k

che ci ddk = 1. Nel secondo caso (passaggio Beotteniamo:

che cidak =2+ /3.
Concludiamo dunque che c’¢ una soluzione pet K < 2+ +/3, dove gli uguale
sono da intendersi nei casi limite (quando la retta passA pegyerB).
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Figura 2: Problema 1473. | due angokono uguali perché angoli alterni interni.
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Come al solito consideriamo direttamente il caso genegaleljo particolare sara dato
quanddk = 2+ /2.
Non lasciatevi spaventare dall’'apparente mancanza diton dadremo infatti che
possiamo esprimefeB e PH in funzione diAP, che dunque potremo semplificare.
Usando i teoremi sui triangoli rettangoPH = AP cosx, PP = APserx, ma nello
stesso tempBP = PBser{71/6) e dunque:

PH = APcosx
PB _ APsennx
seny

6
La relazione imposta dal problema diventa:
AP+ 2APserx
APcosx

cioe
1+2serx
cosx

k — 1+ 2serx = kcosx

Ora notiamo che I'angol® puo andare da 0, caso in die B, fino arnr/2, caso in
cui P =C. Ma notiamo che quand®= C, PH diventa nullo e poiché questo compare
al denominatore I'angol® non potra essere uguale all’angolo retto.

Il sistema goniometrico da discutere & quindi:



1+ 2serx = kcosx
0<x<Z

Trovare le soluzione di un tale sistema vuol dire cercaretirsezioni tra il fascio
proprio di rette 1 2y = kx e la circonferenza unitaria.

Cerchiamo il centro del fascio trovando l'intersezionedue rette a caso, per esem-
pio quelle date d& = O (da cui si ottieney = —1/2) e dak = 1 (retta 3 = x — 1).
Mettendola in intersezione si ottiere= 0.

Imponiamo poi il passaggio per i punti sulla circonfereneéedminati dagli an-
goli limite, ovveroA(1,0) (quandoa = 0; ho rinominato I'angoloa per non fare
confusione) é8(0, 1) quandoa = 17/2 (che & un caso da scartare, come visto)

Otteniamo:

A—k=1

Man mano ché cresce, la retta si avvicina sempre piu alla retta coind¢&lean
I'asse delle ordinate (ricordate clkequi rappresenta niente altro che il coefficiente
angolare della retta).

Percio abbiamo una sola soluzione ger 1.

1553

In fig. 3 abbiamo I'impostazione graflca del problema I'unitato €AB = r+/3. Dal
disegno stesso € evidente che i due angBIB e ACB sono uguali inquanto insistono
sulla stessa corda, di lunghezza nota e quindi sono dueiaogalscibili.

Si vede facilmente che tutti gli angoli possono essere watsDOA ¢ il terzo
angolo di un triangolo di cui sappiamo gia due angoli, c’élfogposto al vertice, che
€ uguale e ricaviamo facilmente anche i due angdB,imolendo si pud considerare il
fatto che noto un angolo al vertice @ conosciamo tutti gli altri.

Considerando quanto detto e il teorema della corda otteniam

ADB = ACB = arcsin¥2 = I

ABD = 37'[ 2X
ABC = 2m—x
BD = 2rsenX

AC = 2rsen(4m—x)
BC = 2rserx

AD = 2r sen(3m— 2x)



Figura 3: Problema 1553

Mettendo tutto dentro:

2rsenX- 2rsen(4m—x) B

2rserx-2rsen(3m—2x)

E proceciamo dunque con semplici passaggi:

senXsen(3m—x)

serxsen(2m—2x)

2serxcosx [sen(4 ) cosx— cos( ) ser

serx [sen(3 1) cos X — cos(31) sen X|

Ora sostituiamo i coseni e seni noti e moltiplichiamo peeihdminatore. Dovrem-
mo porre che I'espressione al denominatore non si annialé,as X — v/3sen X # 0.
Considereremo questo in seguito, avendo il sistema daveisslcompresa la limita-
zione dell'angolo.

2% cogx+ ?senz: k

%cosz(— ?senz




Possiamo riordinare per ottenere:
3 1
cog x+ g(k—i— 1)senxk = k3 cosx

Piuttosto che usare le formule di duplicazione, conviemeiere coéx in fun-
zione di X. La derivazione della formuletta che ci consente di far cge#plice e la
riportiamo esplicitamente:

CoSX = COS X —serfx = cog X — (1— cogx) =
CoOsX+1

=2c0¢x—1— coLx= >

Dunque:

1 3 1
> (cosx+1)+ \/7_(k+ l)senx = k§ cos X

V3(k+1)senx+1= (k—1)cosx — v3(k+1)y+1=(k—1)x

L’angoIoATD\B sara sempra/3 inquanto insiste sempre sullo stesso arco. Ne segue
che man mano che il punf@si sposta versa, I'angolo 2 cresce fino a un massimo di
centoventi gradi/{@I\D va a 0 e la somma degli angoli interni di un triangolo € sempre
1), e dunque al massimosarart/3. Tale valore é da scartare peréki#@ — O, cosa che
farebbe divergere il denominatore.

Se inveceD si allontana da&, fino a raggiunger®, in tale caso I'angolo 2 (e
dungex) varra 0, e il segmentBC va a zero anch’esso, di conseguenza tale limite non
sara compreso. Riassumendo:

21
0<20{<?

Dati tali angoli, i punti da considerare soA¢l,0) e B(1/2,1/3/2).
Non s pervieneal risultato del Ferrauto! CONTROLLARE



